14
N’ = (lim B, )°. Par définition, w ¢ N’ = Xp(w) > Logh pour une infinité

d’entiers n, ce qui impligue :

e X (w)
! S >l
(V1.13) we¢ N = lim Togn =
(VI.12) et (VI.13) montrent que :
— Xn(w) 1

, .
wg NUN' = lim Togn

Puisque P(N U N} = 0, cela achdve l'exercice.

CHAPITRE II

Compléments sur les séries
et les séries de fonctions

Tl n’est bien entendu pas question de faire dans ce chapitre une théorie
compléte des séries puisque la littérature abonde d'ouvrages traiiant de ce
sujet; objectif est seulement d’apporter quelques compiéments moins con-
nus, en particulier de populariser une méthode, due & Abel, de comparai-
son entre séries et intégrales aux applications intéressantes. On termine ce
chapitre par les séries de Dirichlet et par quelques digressions sur la fonction

¢ de Riemann et son prolongement au plan complexe.

1. - Formule d’Abel et applications

1. Formule d’Abel. Exemples

Si o est une fonction de N dans C on posera pour z € R

(L.1) Alz)=>_ aln).

n&e

D’sutre part pour ¢t € Ky on notera [t] sa partie entiére et {t} = t — [¢] sa
. partie décimale. Alors 0 < {t} < L.

Théoréme 1.1, Soient y < x deux réels positifs, f une fonction de classe
€? sur [y, 7] & valeurs dans C et a.: N — C. Alors.

3 aln) f0) = AE) (&)~ A S) ~ [ AG F D

ollaire 1.2. Soient y < % deux réels positifs, f € C'([y,z],C). Alors

Y s =) - @+ [t [ rea.
Y u

P y<nSy
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r , :
°8¥ cosudu = sin Logz qui n’admet pas

o

posons Logt = u, il vient F(z) =
de limite lorsque z — +oo; il mcm# de prendre z = 25D E of k — oo,
alors F(z) = (=1)*.

2. La série de terme général u, = E est convergente. En effet la fonction
F(2) = 92 o5 O sur [1,+oof et Fi) = eyt _ sy dob |f'(2)| <
pour t > H Le corollaire L3 s mﬁﬁrﬂcm Dans Fﬁmmampm Flz) =[] - m_u%\. dt
posons v = u. Il vient, F(z) = f] v SR gy, qui tend vers une limite lorsque
2 —+ +oo. L'intégrale et la série sont donc convergentes. Remarquons que
'on aurait pu 8tre tenté d'utiliser le critére d’Abel usuel mais une estimation

N
uniforme de | 3 sin/n| n'est pas évidente.
0

3. 1l est bien connu que pour 5 € C, Res > 1 la série de terme général
Uy = :F est absolwnent convergente. (Jue se passe-t-il pour Res = 1 7
Si s = 1 la série diverge. Considérons le cas ot s = 1+ i8, § € R*. La
fonction f(£) = #~ 1+ est C* sur 1, +oo et f/(£) = —{1 + i)t~ don
|5 < mﬂﬁ. Le corollaire 1.3 s’applique; comme ba wmmu. = % AH — H|WL et
que £ = ¢®¥L°e® p’admet pas de limite lorsque ¢ — 400 on déduit que la

série 3, :l_._ﬂ? g € R*, est divergente. Cependant, remarquons que, d’aprés

(I4) on a
Mz 1 |\z dt \ L
~ nl+id — i $1+i0 $2+i0

On en déduit

N

1
2 i
ke

=2

<24 dt= — + (1+ 6],

w .\+8 H+§ m
~ 19 12 11

ce qui montre que les sommes partielles sont uniformément bornées. En
utilisant le critére d’Abel usuel on en dédait, par exemple que la série de
terme général —£1z ol (a,) est une suite &wowo_mmwbﬂm qui tend vers zéro est
convergente pour & # 0. Remarquons que Re ;i H+ﬂ nlomEm ; on retrouve
ainsi I'exemple 1.

Remarque 1.6. Si ' n'est pas absolument intégrable sur [a,4cof le
coroltaire I.3 ne s’applique plus. Cependant si f est C2 et si f” est absolument
intégrable on peut encore avoir un résultat du méme type. En effet on part
de 1a formule (1.3); notons p=[y], g = [z]. On a

[eree= | e P S /

n=p+1

-1

(6} £ (0 der \ (t-q) F' ()

Compléments sur les séries 19

etpour <t < n+ 1, {t} =t —n. On intégre par parties dans ces trois
intégrales en posant u = f(¢). Il vient .

\@H@:\@& lepre-terred Y rm-L [ roa

31@.3,

Ensuite d’aprés la formule (L.3) appliquée & f/ on a

> S0 = W@ [ roas [ oo
Y Y

n=p+1

En utilisant (1.3) et les deux formules ci-dessus on obtient

111 Y ) = {5} l) ~ (B} )+ 5 (Fm) - F)+

+(3 - 1) £ - (5 - ) -
-3 [ @ - roas [ o

En particulier si y = ng et x = N sont entiers

N
Y fn)=

n=np+1

N
) - s0) + [ 0@+ [ (e - ) 0 a

b2 =

Voicl un exemple. Soit & étudier la nature de la série de terme général

|nomm..c.:. ., . H.n .
un = “F2E". On considére la fonction f(t) = P8 qui est O

2,400[. On a

—sinLogt cosLogt

F
£) = - =
F0 = o TToge)? 1792

1 est facile Qm voir que go est absolument intégrable mais pas g; car

T | sin H.omn_ Log @ _mgg
2 “tLogt Log 2 ldy — +c0 siz — +oo. Cependant un calcul

imple montre que f7 hHQw +oof). Compte tenu de la formule (I.11) il ap-

nﬁh que la série est convergentesi et seulement si Pintégrale f, oo ¢ Sosopt H.oﬁ dt
og

convergente. Or celle ci est divergente car elle ne vérifie pas le critére de
gichy. En effet prenons o’ = e™ 57257 g = e T+257 glors

cosLogt Fh2kr e F2k
e o &n\ p Y S V2w e
og i -T2k U 2 2 L4 2kn

]

s

+oo, done la série 3 mam|%Mmh est divergente.

entendu on peut itérer ce procédé en intégrant & nouveau par parties
Htégrale .ﬁ T&.m Fr(#) dt.
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Développement asymptotique de la série harmonique
Francinou-Gianella-Nicolas, Orauz X-ENS Analyse 1, page 145

1 1
Exercice : OnposeHn=1+§+...+Epournzl.

1 . .
1. Soit 4, = H, —Inn et v, = u, — —. Démontrer que ces suites sont adjacentes
n -
et convergent vers une constante réelle strictement positive .

2. Déterminer un développement asympiotique de I, comprenant quatre termes.

: k
3. On pose k, =min{k € N, Hj > n}. Déterminer lim ntl

+oo n

1 . . .
1. La différence u, — v, = — est positive et converge vers 0. La suite {#n)n>1 est décroissante puisque
T
u = L Inn+in(n+1} = 1 —In(1 L >0
n T et =TT T on+1 n+l/) =
en vertu de U'inégalité In(1 + =) < x pour z > —1. D’autre part, cette méme inégalité assure la
croissance de (¥n)n>1 !

1 1 1
vn+1—vn=——ln(n+1)+lnn2——1n(1+—~) >0
) 7 7

Les deux suites (un}n>1 et (vn)n>: sont donc adjacentes, et elles convergent vers un réel v. Comme
v2=1—-In2>0,0navy>0.

On a donc

|H,1 =Inn+vy+ 0(17[ lorsque n tend vers + oo

2. o Posons &, = u, — v (n > 1). On emploie une méthode classique qui consiste, pour obtenir un
équivalent de t,, & chercher un équivalent de ¢, — t,_1, puis & "sommer" I’équivalent obtenu. On
a pour n tendant vers l'infini, '

1 1 1
tn—tpr=ln{1—2)+= ~ —o
n n noo  2n2

La série } (tx —tx—1) converge. Le théoréme de sommation des équivalents nous donne :

Z (tk_tk 1 ? noo 2 Z kz noo 27?.

k=n+1

Péquivalent du reste de la série de Riemann s’obtenant 4 I’aide d’une simple comparaison série-
intégrale :

Théoréme de comparaison série-intégrale des séries de Riemann : Sia > 1, la fonction

1
t— P est décroissance et intégrale sur [1, +oo|, si bien que pour k > 2,

1 <fk+1ﬁ<i</~k dt
(k+1)* 7 Jp  t= 7 k= Jiy 1o

En sommant cela entre n+1 et N, puis en faisant tendre N vers Uinfini, on obtient

f*“’ di +°° ]+°° dt
n ta B k= n+1 nt1

Comme les membres de gauche et de droite sont tous deus équivalents @ ==Ly, le théoréme

d’encedrement assure que

=1 11
k% noo ¢ — 1 no—1
=n+1




Le cas @ = 2 donne I’équivalent annoncé. On a donc déja

1 1
H, =1 — —
n nn+7+2n+0(n)

+oc
o On pose Wy = Up—7— % pour tout n > 1, suite qui converge vers 0. Lasomme > (wg—wk 1)

k=n+1
vaut —w,, et son terme général s’écrit
w w =Inl1l ! + l — ! + !
" n=1™ n n 2 2n-—2
Pour n tendant vers U'infini, on a
Tl 11111 (1
o =1 T T o 3p2 'n 2n m1-1 n?
1 1 B i 1 + 1 4 1 4o i
2n? 3n2 2n  2n n  n? n3
_ 1 N 1 + 1y 1 4 1 1
3nd  2n8 n3 6n3 nd } neo 6n3

Le théoréme de sommation des équivalents donne

= 1
TWn > 62 noo 1202
k=n+1

Ainsi, on obtient le développement asymptotique :

k=1

Innt gt — o —
=1In - —
T 9y T 122 n?

el W

. Pour estimer k,, on va utiliser le début du développement asymptotique de H,. On sait que
H, =Inn+ v+ &, ou (&,) tend vers 0. Par définition de k,, on a

Ink, +v+er, =n

et
In(kp — )+ 7+ g1 <7

1 en résulte, en passant & exponentielle, que
ete T ke + ] >k, > e T %k

On adonc k, ~ e™e™ 7 et

lim Fnt1

k{1 )

13




290 Sujtes et Séries Numériques

i 1 1 3 .
I.a somme e | —+ n$3 + ...+ n est une somme de Riemann :

c’est aussi @ 2 375 , f(X), avec :
flz)= ﬂwm , sur [0,1].
La limite de cette somme est bien _nwnh Flt)dt.

n=1
On sait que la série de terme général Ewl converge en vertu du TSSA.
Notons S, sa somme partielle. On a :

Swm=l+i+  +gty—0+3+.4+0)
=4+l 4+i+ .4 & -(1+5+40)

=1 1 1
Tn+l + n+2 +..+ n

— L-2.2
Formule de Stirling

1) Montrer que la suite de terme général :
In{nl) - (n+4)inn + n

converge.

2) Montrer que : n! ~ /2zn"tie~" (avec [Q-1.1]).

Solution

1) On utilise la série de terme général u, = z, — z,_1, Ol . est le terme général
de cette suite.

On a facilement :
tn = —(n— $-I(i- 1)) + L.
On développe :
un = 1 — (0= (% + 500 + O(5))
- 0(k).
Donc.la série de terme général u, converge.

Il revient an méme de dire que la suite (z,) converge.

2) On déduit du 1) qu’il existe & > 0 tel que :

n!
2"t
eE

tend vers k.

. C’est dire que :
n! ~ kn"tiewn,

On en déduit que :

Convergence et somme des séries numériques 291

n ni2 E2nanFie—n PN

Amuv — () keePrthea  oaeg
Par ailleurs, nous avons vu que ([Q-1.1]) :
2n g2n
n e

Done k = v27. Clest le résultat vouln.

L-2.3

Seit 0< @ < 7. Montrer que la série de terme général _ms%_ diverge.

Solution

On regroupe les termes deux par deux.
Posons :
._ |sinna

vp =

On pose donc ¥, = vap_y + vap.

Ona:
U > e
Posons :
F(x} = |sinz| + |sin(z 4 a)|.
Ona:
un > Enmmcé.

Montrons que la fonction f est minorée par une constante >0.

Comme f est de période 7, la borne inférieure de f est sa borne inféricure sur [0,7]
et cet Inf est atteint en un certain ¢ car f est continue.

On a f(c) > 0 car on ne peut annuler en méme temps sinc et sin{a + ¢).
Donc Inff = m > 0.
Done : u, > uﬁ: N

La série de terme général u,, diverge.

Donc la série de terme général v, diverge.







Intégrales
paramétrées

Q.1 Suites d'intégrales

~ Q-1.1

Intégrales de Wallis
On pose a,, = %cm sin™¢ dt.
1) Montrer que na, = (r— Van_z pour n > 2.

2) Caleuler pour tout n >1: naza,._;.

3) Montrer que a,, ~ ./ et que MM ~ ,me

Solution
1) Une IPP donne ce résultat, pour n > 2 :
ay = _Inomu mmnalﬂu._cm + (n— C.\% cos?t sin™~ % gt

= Td. —_ H:@:IM - Qav...

2) On 2 pour n > 2,
Rapln_; = A«.... - Hvﬁzl_nalm
d’aprés le 1), ce qui montre bien que la suite de terme général nay,

Sa valeur pour n = 1 est Z.car ag = Teta; =1,

3} La suite (a,) est par nature positive et décroissante.

On a donc Vencadrement :

2

A, < Ndnd,_) < na?

-1

qui lui-méme donne :

,\.w?ﬁ.c £ an £ Vg -

Donc : on a bien par encadrement P’équivalent vouly,

an_) est constante.

i
{
H
i

Suites d'intégrales

La relation du 1) et les valeurs initiales montrent que :
135..0n—-1)n

= 6.2y 2
2n
n)x
Q2 = 2% 9

On en déduit le dernier résultat demands.

Remarque
Le dernier résultat permet de montrer la formule de Stirling ([L-2.2]).

- Q-1.2
Sommes de Gauss el intégrales de Fresnel

n—1 ;k%ax

On pose 4 = Ho+8 edt et G, = PR

On calculera simultanément ces deux expressions,

1) Montrer la convergence de I'intégrale définissant A.

Pour n € IN* et ¢ € Z, on pose ¢(g,n) = 1 si q est pair et €(g,n) = (—i)" si g est
pair.

2) Montrer que ;
h eBima(t®-gt) gy _ e(g,n) %mwi eimnu® g

3) Montrer que la limite, quand () tend vers oo, de :
oo fy ¥ =a0dr = 41 4 (—iy) 2.

4) Soit f une fonction C! par morceaux et continue.
Montrer que a limite quand @) tend vers -+co de :

Sieea 7 £t = 3(50) + 5(w) + U5 ).
5) Montrer que 4 = VE(1+7).

va(l+i) si n=0 mod 4
M =) Vr  si n=1 mod 4
ontrer que (3, 0 si n=2 mod 4°
Vi si n=3 mod 4
Solution
1}Ona:
d 2 it2 ] w12
.miunnﬂumn +m4mq
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