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Soient g et & deux réels tels que a > b > 0,
Soient (a,)} et (b,) les suites définies par :

ap=a ; bg=">

Ve N, au= In ;b" et b = +Ja,b,

Alors (a,) et (b,) convergent vers une méme limite,
Solution :
11 suffit de montrer que {a,) et (b,) sont adjacentes.

a’+2a,b, + b}

4 — aub,

2 2 _
VneN, L) _bn+l -

a —-b\
i_.r | =0 1
) o

(an+! - lb.n+1)(ar|+1 + bn-i-l) - (

Et comme (a,) et (&,) sont positives (faire une récurrence}, il vient :
Vre N, au = by
Enfin, comme ag > by : Vae N, a, = b,
Bien que ce résultat ne soit pas une hypothése nécessaire du théoréme des suites adjacentes, on l'utilise pour
prouver les suivants :

a4, +b, _ a,+a

2 2

s En effet, d'ane part : Yre N, g < k< a,

Donc la suite (a,) est décroissanie.
» D'autre part : Vi € N, busy — by = Jah, —bp=+lb, (Ja, — /b, ) >0
(par croissance der > V1 sur R,

Donc la suite (b)) est croissante.

* On considere maintenant la propriété g définie pour n € N par :

) la, - bl < Zinla—bl

* On abien sir p(0).
* Montrons quepourtoutn € N, p(n) = p(r+1):

Supposons g {n) : la, — b, < 2% la — bl
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Utilisons la propriété : 0SX<Y = 0<F-XP<¥V-X

(Pour le démonarer, il suffit de multiplier Iinégalité 0 < ¥ - X < Y+ Xpar Y- Xz0

Comme0 < b, <aqg,ona:

-+l n+l1

. 1
Ei par croissance de 7 Jt sur R, : ap — Baal éF la — bl
D'od g(n+1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :

Ve N, pr):la, —bld = Zinia—bl

D'oll, par comparaison : Lim (a,— by =0
r-—»+400

On a donc prouvé que les suites (.} et (by,) sont adjacentes.

- 2.3. Suites récurrentes définies implicitement

' La encore, donnons un exemple :

Soit # un entier naturel impair.

. 5,

il 2) Démontrer que I’équation (E,) :ZT= 0
—d jl
=0

admet unique solution réelle o,

b) Démontrer que la suite (o) diverge.

n i
. Posons : PXy= ) -
69 203 -
(Polyn6me de Taylor de 1’exponentielle)

: n oyri-l n—l i
:On a alors : BX)= E I—)-{m—z _S_ _—'=P_;(X)
: it
i=1 i=0

il
a) Considérons la propriété g, définie pour k € N, par :
P k) Vxe R, Pu(x)> 0 et oy € R tel que Pya(a) = 0 avec {

2
Ona: Ver]R,Pz(x)=1+x+£2—>0

Py} = 0.

g —p N ¢ 1a-bF
[an+1_bn+1|2€~laz —bz |€(w"2—"] < _..é-.znT

Elles convergent donc vers une méme limite (appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b. On ne

- connait pas d'expression de cette limite mais elle est liée aux intégrales elliptiques de 2°™ espéce...)

Ppa(x)<0six<oy
Py ax)>0si x>0

Donc P; est strictement croissante (puisque 7 = P5). En outre lim Pilx)=~coet lim Ps(x)=+oo.
X X340

Comme P; est continue, ¢’est une bijection de R dans R. On a donc I’existence d’un unique réel o, tel que
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b)

La croissance de P; entraine, de plus : P; < 0 sur J—oo, oy et P3 > 0 sur Jay, +eof. D'olt o (1),

Montrons que, pour tout £ € N, g (k) = pk+1):

Soit k € N". Supposons @ (k).

Comme Py, ,=Pyi,0na:

x|—o b =
Signede B, 2 - 0 +
Variations de Pag.o \ /
a%k +2 a%kﬂ
Or: Paa(0) = Presr{0ti) + = >0
wial0) = Pan(@d + 5 "o = !

Donc : Popia > 0sur R

1
Py 3> 0sur R
Py.s strictement croissante sur R

Or lim Pyay=-90, lim Pay,s =+ et Poy,s continue donc :
X-3—co X—r+o0

P <0si x <oy,

Aty € R tel gue Pogialong) = 0 avec
kel gue Poa{Qist) {1’2“3(@ >0 8i x>0,

D'otr pp(k+1).

noi
P . X . - . . .
L’équation (E,) : E = 0 admet donc bien, pour » impair, une unique solution réelle o,
i

i=0
SoitMeR.Ona: Jim Poa(M) = e>0
Donc : Foe NVEe N, (k2 k = Puu(M)>0)
kz kg = Pua(M)> Pyaloy)
Donc, par croissance de Pay; : kzk > M>0y

Ce qui prouve bien que la suite (o) diverge vers —oo.
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Pour la converoence an digtinone anatre rac

(o WJ(’OIM Rlpen@ 6.1

winJs AL VUL B YD PR L Iy L]

IR PR T SN

Exemple 2 : suites de Héron

On donnea € R etp € N 2, el

1 <10, +ool

On considére 1a suite (u,) définie par:
(s P vrel, un+1:—l—[(p—1)un+-—§_7}
P U

n
Précisons, avant toute chose que clairement : vre N, u; >0

Donc la suite (4,) est bien définie.
On introduit : £,:10, 40| =10, +e0l

a
%P

x> l{(p—l)x+
p

]

Recherche des éventuels points fixes de fp:

[ =x & (p-1x+ —f:j:px o P=a
x

Et comme a >0 fp(x)=x<:>x=£/;

[itudions les variations de fr:

,oo_pet,mp Lo Pl
&)= +a - = [1 p)

P p =x P X
fLz0 e -2 200 F2a
X

Et comme a > 0, par croissance de t £y sur [0, +ool :
fLaz0 e x> Ya

Dol le tableau de variations de fp:
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Jp atteint son minimum

€N Son point fixe,

Donc Jy est croissante surf=J Y » Foof,

On constate, de plus, que J est stable par Jp

En effet, puisque f est croissanie sur /et que &y est up point fixe de fon a -

x€l=x2 ¥, = flx) >

Donc, pour x € 7 - ) -x <y

Du théorgme 1.2.2., on dédujt la décroissance de (u,) dés lors que iy € 7,

Bilan : lorsque u, [ Ya » oo, (u,) est décroissante et minorée par ¥4 , donc converge vers g

Maintenant, sj € 10, Yq

a [ alors il suffi; de constater que w; €[4, s +oof et d’aprés ce qui précéde, (1)
converge encore verg ¥a.

En particulier v =a=2),1a snite définie par ;

g €10, +oof

VaeN, Uy =§-(un +—2—)

i,

converge vers +/2 (Cet algorithme €tait déja conny des Babyloniens)

1.2.3, Théoréme

S { et
f

décro; . Iz alors (i) et (#2441) sONL monotones de sepg contraire,
TOlSsante sur

lus précisément -
1S fo fluy) = (2,) croissante et (13,4)) décroissante

1= [0 flug) > (ti2) décroissante et {ti2011) Croissante

‘monstration :
Zlonstration

Mme f(N) <1, 13 composée f o f est bien définie sur /.

prés Je théoréme de sens de variation d'une composée, on 3 :
fof croissante syr /

appligue alors le théoréme 1.2,1. 3 foyr

linguons deux cas :

lo<u2
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Alors (récarrence facile}, (uap) croissante.

Mais d’autre part, f €iant décroissante, I’inégalité uo < uy entraine :
flupy = fluz)

C'est-a-dire : uy # Us

D’ ou (récurrence facile), (uop+1) décroissante.

| 2) u03u2

Analogue. On obtient (uzp) décroissante et (uap+1) croissante.

Dans la pratique, le sens de varjation des suites (ugp) et {(tzp 1) €8t obtenu en étudiant le signe de f o flxy—=x.

Cet exercice est intéressant

M : f m'est contractante sur ay

: up R, S Lo voisinage de 1 et1f(1)1=
Pl 2 RS Do Ni Ie théoreme du point £
; % Uyl =5 : P le critere de stabilité (voi
; l 1+ 1 : ; P ¢ critére de stabilité (vol

n
dessous) ne peuvent do

Evidemment, (i) st bornée par O et 2.

On introduit : f:R—=>R

& appliquer.

x 2

1+x

Point fixe de f:

fx)=x & 2=x+ 2 =1

Par ailleurs, on montre sans peine que f est décroissante sur R, stable.

D’apres le théoreme 1.2.3., les suites (pa,) €t (2ps1) SONL donc monotones de sens contraire.

Posons g=fof.

i 242
!1 Ona: VXEIR, g(x);. 2 . - 2(1-1-2):2)
| ( 2 ) (1+x ) +4
“ 1+ 5
I 14+x
Etudions le signe de g(x) — X
242
g -x=0 2ax) - _xr0e 2+ 2R — G+ +4lx =0
(d+x9) +4

g -x20 @ padrte2xt =5x—2% - S0 @rxtD- ¥z0ex=1
Ei. On distingue alors deux cas -
; uy € 10,1}
! Alors  glug) — Ho < 0, cest-d-dire < . Toujours d’aprés le théoreme 1.2.3., 1a suite (1) est donc
décroissante et (ttanh) €51 c;oissante. Comme ces suites sont bornées, elles convergent et leur limite est un poin

fixe de g (qui ici est unique, & savoir 1, en adaptant les calculs ci-dessus).
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Alors g(uy) ~ up = 0, C’est-a-dire, by = uy. Cette foig Ci, (u,) est Croissante et {t42,41) est décroissante, Meéme

conclusion que ci-dessus,

Remargue : il arrive que g = f o f admette Plusieurs points fixes, auquel cas (12 et (Mm41) peuvent tras bien
avoir des limites différentes,

1.3, Convergence de (i)
—— 5 C 08 ()

1.3. Théordme Point fixe
On peut remplacer Thypothase il contractante”

Soit 7 un intervalle fermé non vide.

par'f : 1 — R contractante e telle que f(y < 1~

Soit f: 7 — Jupe application contractante sur Il
Alors :

On rappelle que "f contractante sur v g gnifie -

e [0,1, Y,y e o) - 0l < by —

1) fadmet un unique point fixe ¢ dans /.

f 2) Yuy eI, 1a suite 5 : N > R définie par {uo €1 converge vers f.

VrneRN, Hoer = flu,)

* Démonstration :
Zemonstration

Existence d'un point fixe -

}Montrons, par récurrence sur 5 N, la propriété :

o), — tal S Ky —
* On a évidemmen #(0).
. Montrons que pourtoutz € N, p(n) = Pn+1):

Soitn e N. Supposons g (n). Alors -

J contractante §2(n)
i lpiy ~ Unyyl = !f(um-l) = f) f(!)t;‘ ; ki, — ul < kn“,ul = il
<

Dot po(n + 1),
"t principe de raisonnement par récurrence, on dédyjt :
‘ Vn e N, o)y, — ] < Ky - gl
€duisons-en que (u,) est de Cauchy :

ite e R

it(p, q) e Nzavecq>p20.

tong r=g-p.
a:
Prr-1 pir-l] prr-]
fuq~up1=lup+,—upl: Z Uiy — Uy < Z My, ~u 1< Z k"lulquol
i=p i=p i=p
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