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Fontions réelles d'une variable réelle

Exeries - 19 septembre 2012

Nous poursuivons les exeries sur les fontions réelles ; en partiulier des fontions de lasse Ck

(essentiellement l'item 9.4 Dérivabilité du programme o�iel).

1 Régularité d'une fontion

Exerie 1.

1. Soit f une fontion de lasse C1
sur un intervalle ouvert I. On suppose que f véri�e pour tout

x dans I :

f(x) = 0 =⇒ f ′(x) = 0.

Démontrer que la fontion g = |f | est de lasse C1
sur l'intervalle I.

2. Déterminer la lasse et les dérivées suessives de f : R −→ R : x 7−→ |x3|.

Exerie 2. (Ave la formule de Leibniz)

Pour tout entier n stritement positif, on onsidère la fontion

gn :]0;+∞[−→ R : t 7−→ tn−1e
1

t .

Déterminer g′1 et g′′2 puis déterminer la dérivée n-ième de gn.

Exerie 3. Soit f la fontion dé�nie sur R par

f : x 7−→ 1√
1 + x2

.

1. Simpli�er l'expression (1+ x2)f ′(x) + xf(x) puis en déduire, à l'aide de la formule de Leibniz,

que, pour tout entier n > 1 et tout réel x :

(1 + x2)f (n+1)(x) + (2n + 1)xf (n)(x) + n2f (n−1)(x) = 0.

2. Déterminer tous les nombres f (n)(0).

Exerie 4. Soit f une fontion réelle de lasse C2
sur un intervalle [a; b] de R (ave a < b).

On suppose que f(a) = f ′(a) et f(b) = f ′(b).

1. Démontrer qu'il existe un réel c de l'intervalle ]a; b[ tel que f(c) = f ′′(c).

2. Érire un énoné qui généralise la situation à une fontion de lasse Cn
et faisant intervenir

les dérivées suessives de f en a et b.

2 Développements limités

Exerie 5. Soit f une fontion à valeurs réelles de lasse C2
sur un voisinage de 0.

On suppose que f(0) = 0. Déterminer la limite de

f(x)+f(−x)
x2 lorsque x tend vers 0.
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Exerie 6. On pose f(x) =
(

1 + 1
x

)x
. Déterminer l'ensemble de dé�nition ainsi que les

limites de la fontion f .

Exerie 7. Pour quelle(s) valeur(s) des réels a et b la fontion

g : x 7−→ 1

1 + ax+ bx2
− e−x

est-elle négligeable en 0 devant x ? devant x2 ? devant x3 ?

Exerie 8. Caluler le développement limité à l'ordre 2 en 0 de x 7−→ ln(1+x)
ln(1−x) .

Exerie 9. Déterminer la limite suivante :

lim
x→1

xx − x

1− x+ lnx
.

3 Convexité

Exerie 10. Soit f une fontion onvexe sur [A; +∞[.

1. On suppose que lim
x→+∞

f(x) = 0. Démontrer que f est positive sur [A; +∞[.

2. On suppose que la ourbe représentative Cf de f admet une asymptote (horizontale ou oblique)

D en +∞. Démontrer que la ourbe Cf est située au-dessus de la droite D.

Exerie 11. Inégalité de Jensen

1. Soient f une fontion onvexe sur un intervalle I, x1, . . . , xn des réels de I et λ1, . . . , λn des

réels positifs de somme 1. Démontrer l'inégalité

f

(

n
∑

i=1

λixi

)

6

n
∑

i=1

λif(xi).

2. Un parours est omposé de n étapes de longueurs ℓi, haune parourue à une vitesse moyenne vi
(stritement positive).

Démontrer que la vitesse moyenne sur la totalité du parours est inférieure à la moyenne pon-

dérée

i=n
∑

i=1

ℓivi/
i=n
∑

i=1

ℓi des vitesses.

Exerie 12. Convexité de fontions polynomiales

1. Étudier la onvexité et la onavité sur R d'une fontion polynomiale de degré 3.

2. Déterminer une ondition néessaire et su�sante simple sur les oe�ients pour qu'une fon-

tion polynomiale de degré 4 soit onvexe ou onave sur R.
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4 Résolution d'une équation f(x) = 0

On s'intéresse à la résolution approhée de l'équation f(x) = 0.

Exerie 13. On supposera ii que f est une fontion de lasse C2
sur un intervalle [a; b]

(ave a < b).
On suppose de plus que f(a)f(b) < 0 et f ′

ne s'annule pas sur [a; b].

1. Justi�er que l'équation f(x) = 0 admet une unique solution r sur ]a; b[.

2. Constrution d'une suite réurrente onvergeant vers r.
Soit g une fontion de lasse C1

et ne s'annulant pas sur [a; b]. On dé�nit la fontion ϕ par

ϕ(t) = t− f(t)
g(t) et, pour tout réel c de [a; b], la suite uc (ou u) par

{

u0 = c
un+1 = ϕ(un)

Justi�er que r est l'unique point �xe de la fontion ϕ et que ϕ′(r) = 1− f ′(r)
g(r) .

3. On suppose ii que |ϕ′(r)| < 1 (r est point �xe attratif).

(a) Justi�er qu'il existe un réel η > 0 tel que, pour tout réel c dans l'intervalle [r − η; r + η],
la suite uc est bien dé�nie et onverge vers r.
Indiation : Considérer k tel que |ϕ′(r)| < k < 1.

(b) Démontrer que lim
n→+∞

un+1 − r

un − r
= ϕ′(r).

4. On suppose ii que ϕ est de lasse C2
et que ϕ′(r) = 0.

(a) Justi�er que, pour tout réel t de l'intervalle ]a; b[, il existe un réel ξ ompris entre r et t
tel que

ϕ(t)− r = ϕ′′(ξ)
(t− r)2

2
.

(b) En déduire que lim
n→+∞

un+1 − r

(un − r)2
=

ϕ′′(r)

2
.

5. La méthode de Newton. On hoisit ii g(t) = f ′(t). Ainsi ϕ′(r) = 0.

(a) Véri�er que ϕ(t) est l'absisse du point d'intersetion de la tangente à la ourbe Cf en t
ave l'axe des absisses.

(b) En appliquant la formule de Taylor-Lagrange à f , démontrer qu'il existe un réel ξ ompris

entre r et t tel que

ϕ(t) − r =
(t− r)2

2f ′(t)
f ′′(ξ).

() On pose m = inf
[a;b]

|f ′(t)| et M = sup
[a;b]

|f ′′(t)|. Justi�er, pour tout réel c su�sament prohe

de r, que

∀n ∈ N, |un+1 − r| 6 M

2m
|un − r|2

puis que

∀n ∈ N,
M

2m
|un − r| 6

(

M

2m
|c− r|

)2n

.
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