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Exerie 1. (approximation de nombres algébriques)

Soit x un nombre réel irrationnel algébrique, 'est-à-dire une raine d'un polyn�me P = anX
n +

an−1X
n−1+· · ·+a0 de degré n, à oe�ients entiers et que l'on peut supposer sans raine rationnelle.

Le but de l'exerie est de montrer que le réel x est � mal approhé � par les rationnels et d'utiliser

e ritère pour donner un exemple expliite de nombre transendant.

1. Soit

p
q
un nombre rationnel (p et q entiers) de l'intervalle [x−1;x+1]. En appliquant l'inégalité

des aroissements �nis à la fontion φ : t 7→ P
(

p
q

)

− P (t), démontrer que
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|P ′(t)|
)−1

2. En déduire, pour tout rationnel

p
q
(p et q entiers, q > 1) de l'intervalle [x− 1;x+1], l'inégalité
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3. Démontrer que la série

∑

n>1

1

10n!
dé�nit un nombre transendant. (Ce nombre est appelé onstante

de Liouville).

Exerie 2. (matries et homographies)

Une homographie est une appliation dé�nie par x 7→ ax+b
cx+d

ave a, b, c, d appartenant à un orps K

(supposé ii être R) et ad− bc 6= 0.

1. On prolonge l'appliation h : x 7→ ax+b
cx+d

à l'ensemble R ∪ {∞} en posant h(∞) = a
c
(

a
c
= ∞ si

c = 0) et h
(

−d
c

)

= ∞ (−d
c
= ∞ si c = 0).

Véri�er qu'une homographie dé�nit alors une bijetion de R ∪ {∞} sur lui-même.

2. Justi�er que, si h est une homographie, il existe a, b, c, d réels tels que h : x 7→ ax+b
cx+d

et ad−bc =
±1.

3. On note H l'ensemble des homographies et G l'ensemble des matries appartenant à M(2,R)
dont le déterminant est ±1. Justi�er que l'appliation

G −→ H ;

(

a b

c d

)

7−→ h : x 7→ ax+ b

cx+ d

dé�nit un morphisme de groupes (pour le produit matriiel et la omposition des homographies)

qui est surjetif. Préiser son noyau.

4. On obtient ainsi une ation du groupe G sur l'ensemble R ∪ {∞}.
(a) Déterminer l'orbite et le stabilisateur du point ∞, du point 0.

(b) Le sous-groupe Γ = SL(2,Z) de G agit également sur l'ensemble R ∪ {∞}. Montrer que

l'orbite par Γ de 0 est Q ∪ {∞}.

5. Soit g une homographie représentée par la matrie

(

a b

c d

)

appartenant à G.

Montrer, pour tous réels x et y véri�ant cx+ d 6= 0 et cy + d 6= 0, l'égalité

|g(x) − g(y)| = |x− y|
|cx+ d|.|cy + d| .
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Exerie 3. (développement en fration ontinue)

À tout réel x, on assoie les suites (xk)k et (nk)k (�nies ou in�nies) dé�nies par les relations :

x0 = x ; nk = E(xk) ; xk+1 =
1

xk − nk

où E(.) désigne la partie entière.

1. Déterminer les suites assoiées aux réels

47
7 ,

√
2 et φ = 1+

√
5

2 .

2. On démontre dans ette question que les suites (xk)k et (nk)k sont in�nies si et seulement si

x est irrationnel.

(a) Véri�er l'équivalene xk ∈ Q \ Z ⇐⇒ xk+1 ∈ Q.

(b) On suppose ii que x = x0 est rationnel. Ainsi haque terme de la suite (xk)k peut s'érire

de manière unique sous forme irrédutible xk = pk
qk

ave qk entier naturel non nul.

Montrer que, si les termes xk et xk+1 existent, alors qk+1 < qk.

() Démontrer l'équivalene annonée.

Exerie 4. (onvergene des frations ontinues)

Soit x un nombre irrationnel et (xk)k et (nk)k les suites (in�nies et indexées sur N) dé�nies dans

l'exerie préédent.

On dé�nit les suites (pk)k et (qk)k de la manière suivante :

{

p−1 = 0
p0 = n0

;

{

q−1 = 0
q0 = 1

;

{

pk+1 = nk+1pk + pk−1

qk+1 = nk+1qk + qk−1

On onsidère les homographies τ : x 7→ x + 1 et σ : x 7→ 1
x
et on note, si n est un entier naturel,

hn = τnσ.

En�n, on note gk l'homographie gk = hn0
hn1

. . . hnk
.

1. Pour haune des homographies σ, τ et hn, indiquer une matrie appartenant au groupe G

(exerie 2) qui la représente.

En déduire que, pour tout entier naturel k, gk est représentée par la matrie

(

pk pk−1

qk qk−1

)

.

2. Montrer, pour tout entier naturel k, les égalités

xk = hnk
(xk+1) ; x = gk(xk+1).

3. En utilisant l'homographie gkσ et l'exerie 2 5., démontrer que, pour tout entier naturel k :
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En déduire que la suite

(

pk
qk

)

k
de nombres rationnels (les � réduites � de x) onverge vers x.

4. En notant [n0, n1, . . . , nk] le nombre

pk
qk
, on peut ainsi érire

x = lim
k→+∞

[n0, n1, . . . , nk] = [n0, n1, . . . , nk, . . .].

(a) Que valent τ(x), σ(x), hn(x) ?

(b) On note T l'appliation dé�nie sur I =]0; 1] par T (x) = 1
x
− E

(

1
x

)

.

Véri�er que T ([0, n1, . . . , nk, . . .]) = [0, n2, . . . , nk, . . .] et déterminer l'ensemble des points

�xes de T .
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