
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2012-2013Algèbre linéaireÉléments de orretion des exeries - 11 juillet 20121 Sous-espaes, somme, somme direte, supplémentairesExerie 1. Sous-espaes supplémentaires (1).Corretion.1. V est un sous-espae vetoriel mais W n'en est pas un : (X6 + 1)− (X6) /∈ W .2. On a V ⊕ W = E si et seulement si la droite vetorielle W n'est pas inluse dans le planvetoriel V .3. On a bien la déomposition R
R = V ⊕W : toute fontion s'érit de manière unique omme lasomme d'une fontion paire et d'une fontion impaire. L'égalité

f(x) =
1

2
(f(x) + f(−x))

︸ ︷︷ ︸
paire

+
1

2
(f(x)− f(−x))

︸ ︷︷ ︸
impaireest la seule possible.4. L'ensemble des fontions positives (resp. négatives) ne forme pas un sous-espae vetoriel.(L'égalité E = V +W est orrete ependant : toute fontion est bien la somme d'une fontionpositive et d'une fontion négative, sans qu'il y ait uniité d'autre part.)5. Les ensembles V et W sont bien des sous-espaes vetoriels supplémentaires de E.Étude : si (un)n onverge vers le réel ℓ, la suite (vn)n dé�nie par vn = un − ℓ et la suite (wn)nonstante égale à ℓ onviennent pour érire u = v+w. La somme est direte ar V ∩W = {0}.Exerie 2. Espaes propres et somme direte.Soit f un endomorphisme d'un K-espae vetoriel E. On suppose que les r salaires λ1, . . . , λr sontdes valeurs propres deux à deux distintes. Justi�er que les sous-espaes vetoriels ker(f −λkid) sonten somme direte.Corretion. Notons Ek = ker(f−λkid) les espaes propres et démontrons la propriété par réurrenesur l'entier r� Si r = 2 et x ∈ E1 ∩E2, alors λ1x = f(x) = λ2x ave λ1 6= λ2 don x = 0. Ainsi E1 et E2 sonten somme direte.� Supposons la propriété vraie au rang r. Si x est un veteur appartenant à

Ek ∩
(
E1 + . . .+ Êk + . . .+ Er+1

)pour un ertain entier k ompris entre 1 et r + 1 alors x = xk =
r+1∑

i=1
i 6=k

xi ave xi ∈ Ei.En utilisant la linéarité et la dé�nition des sous-espaes Ei, on obtient :
r+1∑

i=1
i 6=k

λkxi = λkx = f(x) =

r+1∑

i=1
i 6=k

f(xi) =

r+1∑

i=1
i 6=k

λixi 'est-à-dire r+1∑

i=1
i 6=k

(λi − λk)xi = 0e qui, par hypothèse de réurrene, implique (λi − λk)xi = 0 et don xi = 0 pour tout indie
i 6= k. Ainsi x = 0. 1



Exerie 3. Sous-espaes supplémentaires (2).Corretion.1. Dans E = R5[X], V = {P ∈ E : X2 + 3 divise P} admet (par exemple) pour supplémentaire
W = {P ∈ E : deg(P ) 6 1} ≃ R1[X] (l'ensemble des restes possibles dans la divisioneulidienne par X2 + 3).2. Dans E = R

R, V = {f ∈ E : f(0) = 0} admet (par exemple) pour supplémentaire W =
{f ∈ E : f est onstante} ou W ′ = {f ∈ E : f(x) = λex, λ ∈ R} ou n'importe quelle droitevetorielle onstituée (à part l'origine) de fontions ne s'annulant pas en 0.3. Dans E = R

[0;1], V = {f ∈ E : f(0) = f(1) = 0} admet (par exemple) pour supplémentairele sous-espae W des fontions a�nes ar, pour toute fontion f , la fontion a�ne g : x 7→
(f(1)− f(0)) x+ f(0) est a�ne et telle que f − g appartient à V .2 Sous-espaes stablesExerie 4.Corretion.1. f ({0}) = {0}, f(E) ⊆ E, f(ker f) = {0} ⊆ ker f et f(im f) ⊆ f(E) = im f2. Un sous-espae vetoriel de dimension 1 stable par f est une droite engendrée par un veteurpropre de f . Un espae propre pour f peut être � plus gros �.Exerie 5. Soit f un endomorphisme d'un K-espae vetoriel E de dimension �nie tel que

E se déompose sous la forme E = E1 ⊕ E2 ⊕ E3 ave f(Ei) ⊆ Ei.Corretion. L'endomorphisme f peut être représenté par une matrie diagonale par blos :
MB(f) =



A1 0 0
0 A2 0
0 0 A3


ave Ai = MBi

(f |Ei
) et B la réunion (ordonnée) des bases B1, B2 et B3.Exerie 6. Vrai/Faux ?Corretion.1. Faux : onsidérer (1 1

0 1

) ou (0 1
0 0

) et F = V ect(e1) et F ′ = V ect(e2).2. Faux : onsidérer (1 1
0 1

) ou (0 1
0 0

) : F = V ect(e1) est le seul sous-espae non trivial stable.3. Faux : onsidérer F = E ou bien une rotation de l'espae eulidien tridimensionnel.4. Vrai. Si toute droite vetorielle de E est stable alors quel que soit le veteur non nul x, il existeun salaire λx tel que u(x) = λx.x.� L'égalité λx = λy est évidente si x et y sont olinéaires.� Si x et y ne sont pas olinéaires, la famille {x, y} est libre don les égalités
λx+y.x+ λx+y.y = λx+y.(x+ y) = u(x+ y) = u(x) + u(y) = λx.x+ λy.ymontrent que λx = λx+y = λy.L'uniité de λ signi�e que u est une homothétie.5. Vrai. Si F et G sont stables alors u(F +G) ⊆ u(F ) + u(G) ⊆ F +G.6. Vrai. Si F et G sont stables alors u(F ∩G) ⊆ u(F ) ⊆ F et u(F ∩G) ⊆ u(G) ⊆ G.2



3 Polyn�mes d'endomorphismeExerie 7. Soient u un endomorphisme d'un K-espae vetoriel E et P un polyn�me àoe�ients dans K.Corretion.1. L'endomorphisme u ommute ave lui-même, ave ses itérés (u2 = u◦u) et ave les ombinaisonslinéaires de eux-i don ave tout endomorphisme P (u) polynomial en u. De même ave P (u)et Q(u).2. Comme tout noyau d'endomorphisme kerP (u) est un sous-espae vetoriel de E. Si x est unveteur de kerP (u), alors u(x) véri�e P (u)(u(x)) = (P (u)◦u)(x) = (u◦P (u))(x) = u(0E) = 0E .3. Si P est de degré 1, alors P (X) = aX + b = a(X − λ) (a 6= 0) don P (u) = a(u − λid) et
kerP (u) = ker(u− λid) est réduit à {0E} ou bien l'espae propre assoié à la valeur propre λ.Exerie 8. le morphisme P 7→ P (u)Soit u un endomorphisme d'un K-espae vetoriel E de dimension �nie n. On onsidère l'appliation

Ψu : K[X] −→ L(E) : P 7−→ P (u)Corretion.1. Morphisme de K-algèbres (morphisme d'évaluation).2. L'image K[u] est une sous-algèbre ommutative de L(E) ar deux endomorphismes polynomi-aux en u ommutent (exerie préédent).Si n > 2, l'algèbre L(E) n'est pas ommutative (onsidérer deux endomorphismes représentéspar les matries (0 1
0 0

) ou (0 0
1 0

)). Don K[u] ( L(E).3. En tant que K-espae vetoriel, L(E) est de dimension n2 tandis que K[X] est de dimensionin�nie don l'appliation Ψu n'est pas injetive.Cet argument de dimension montre qu'il existe un polyn�me P de degré au plus n2 dont l'image
P (u) est l'endomorphisme nul.Mais le théorème de Cayley-Hamilton assure que le polyn�me aratéristique χu = det(Xid−u)de u (de degré n) est aussi un polyn�me annulateur.En fait ker(Ψu) est un idéal non réduit à {0} de l'anneau prinipal K[X]. Cet idéal est engendrépar un unique polyn�me unitaire : le polyn�me minimal µu de u. Les polyn�mes annulateursde u sont les multiples de e polyn�me minimalµu.4. Par hypothèse il existe un veteur non nul x tel quel u(x) = λx. On a alors (ave P =

∑
akX

ksomme �nie d'indies entiers naturels)
0E = 0L(E)(x) = P (u)(x) =

(∑
aku

k
)
(x) =

∑
aku

k(x) =
∑

akλ
kx = P (λ)xdon P (λ) = 0K.Exerie 9. Soit u un endomorphisme d'un R-espae vetoriel E tel que u2 + u − 6id = 0dans L(E).Démontrer l'égalité E = ker(u− 2id) ⊕ ker(u+ 3id).Corretion. On peut e�etuer une démonstration � direte � en déomposant tout veteur x :

x = 1
5(u(x) + 3x) + 1

5(−u(x) + 2x).Le lemme des noyaux s'applique ar X2 +X − 6 = (X − 2)(X + 3) ave X − 2 et X + 3 premiersentre eux. 3



Exerie 10. Critère de diagonalisibilitéCorretion.� S'il existe P = (X − λ1) . . . (X − λr) sindé à raines simples tel que P (u) = 0, alors le lemmedes noyaux implique la déomposition
E = kerP (u) = ker(u− λ1id) ⊕ . . . ⊕ ker(u− λrid)qui justi�e l'existene d'une base de veteurs propres.� Réiproquement supposons que, dans une ertaine base B de E, la matrie M de u est diago-nale : M = MB(u) = diag(λ1, . . . , λn). Alors le polyn�me unitaire admettant pour raines lesvaleurs propres λ1, . . . , λn omptées sans multipliité onvient ar MB(P (u)) = P (M) =

diag(P (λ1), . . . , P (λn)) = diag(0K, . . . , 0K) = 0M(n,K).Exerie 11. Projeteurs et symétries Soit E un espae vetoriel (sur un orps K dearatéristique di�érente de 2).Corretion.1. Un endomorphisme p de E est appelé projeteur s'il véri�e p2(= p ◦ p) = p dans L(E).(a) � Si E = ker p ⊕ ker(p − id), la relation p2 = p se véri�e simplement : tout veteur vde E se déompose (de manière unique) sous la forme v = x + y ave x ∈ ker p et
y ∈ ker(p− id) don
p(v) = p(x+ y) = p(x) + p(y) = 0 + y = y et p2(v) = p(p(v)) = p(y) = y = p(v).� Réiproquement, si p2 = p, alors le polyn�me X2−X = X(X−1) annule p don, d'aprèsle lemme des noyaux (X et X−1 sont premiers entre eux), on a E = ker p⊕ker(p− id).(b) L'inlusion ker(p− id) ⊆ im p est véri�ée pour tout endomorphisme.� Si p est un projeteur, l'inlusion ontraire est véri�ée ar tout élément v = p(x) de

im p véri�e alors (p− id)(v) = p(v)− v = p2(x)− p(x) = 0.� Réiproquement, si ker(p − id) = im p alors, pour tout v de E, on a p(v) ∈ im p =
ker(p− id) don (p− id)(p(v)) = 0 'est-à-dire p2(v) = p(v).2. Un endomorphisme s de E est appelé symétrie s'il véri�e s2(= s ◦ s) = id dans L(E).(a) � Si E = ker(s+ id)⊕ ker(s− id), la relation s2 = id se véri�e simplement : tout veteur
v de E se déompose (de manière unique) sous la forme v = x+ y ave x ∈ ker(s+ id)et y ∈ ker(s− id) don
s(v) = s(x+y) = s(x)+s(y) = −x+y et s2(v) = s(−x+y) = s(−x)+s(y) = x+y = v.� Réiproquement, si s2 = id, alors le polyn�me X2 − 1 = (X + 1)(X − 1) annule sdon, d'après le lemme des noyaux (X + 1 et X − 1 sont premiers entre eux), on a
E = ker(s + id) ⊕ ker(s− id).(b) Puisque tout endomorphisme s ommute ave id, on a (s+ id)2 = s2 + 2s+ id.� Si s2 = id, alors p = 1

2 (s+ id) véri�e
p2 =

(
1

2
(s + id)

)2

=
1

4
(s2 + 2s+ id) =

1

4
(id+ 2s+ id) =

1

2
(s+ id) = p.� Si p = 1

2 (s + id) est un projeteur, alors p2 = p don 1
4(s

2 + 2s + id) = 1
2(s + id) d'où

s2 + 2s+ id = 2(s+ id) qui se simpli�e en s2 = id.
4



Exerie 12. Matries de permutation Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.À tout élément σ du groupe Sn des permutations de l'ensemble {1, . . . , n}, on assoie la matrie
Sσ = (sij) ave sij =

{
1 si i = σ(j)
0 sinon .Corretion.1. En utilisant la base duale (e∗1, . . . , e

∗
n) : pour tous indies i et j, on a (attention à l'ordre !)

e∗j (Sσ(ei)) = sji =

{
1 si j = σ(i)
0 sinond'où l'égalité Sσ(ei) = eσ(i) pour tout indie i.2. Pour tout indie i, on a

Sσ◦τ (ei) = eσ◦τ(i) et Sσ.Sτ (ei) = Sσ (Sτ (ei)) = Sσ

(
eτ(i)

)
= eσ(τ(i))d'où l'égalité demandée.3. � Toute matrie de permutation est à oe�ients entiers.� Toute matrie de permutation est inversible et admet pour inverse une matrie à oe�ientsentiers ar Id = Sid = Sσ◦σ−1 = Sσ.Sσ−1 .� L'égalité Sσ◦τ = Sσ.Sτ justi�e que σ 7−→ Sσ est un morphisme de groupes.� L'injetivité provient du fait que Sσ = Id seulement si σ = id (par identi�ation des oe�-ients de la matrie).4. Quelle que soit la permutation σ, le veteur (non nul) n∑

i=1

ei est invariant par Sσ ar
Sσ

(
n∑

i=1

ei

)
=

n∑

i=1

Sσ(ei) =

n∑

i=1

eσ(i) =

n∑

i=1

ei.5. Toute permutation σ est d'ordre �ni (divisant l'ordre n! du groupe Sn d'après le théorème deLagrange) : il existe un entier naturel non nul d tel que σd = id. On obtient ainsi l'égalité
Sd
σ = Id don le polyn�me Xd − 1 annule la matrie Sσ. Les valeurs propres de Sσ sont dondes raines du polyn�me Xd − 1.6. Le polyn�me Xd − 1 annule la matrie Sσ et est sindé sur C, à raines simples. Don Sσ estdiagonalisable sur C.7. Si S est une matrie de permutation diagonalisable sur R, ses valeurs propres sont des rainesréelles de l'unité. Ce ne peut être que ±1. Le polyn�me (X − 1)(X +1) = X2 − 1 annule don

S qui véri�e ainsi l'égalité S2 = Id.8. La matrie de permutation
A = S(1,2)(3,4,5) =




0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0


véri�e A6 = Id ar σ = (1, 2)(3, 4, 5) est d'ordre ppm(2; 3) = 6. Un polyn�me annulateurde A est don X6 − 1 mais le polyn�me aratéristique χA est de degré 5. En notant µA sonpolyn�me minimal, on a les égalités :

χA(X) = X5 −X3 −X2 + 1 ; µA(X) = X4 +X3 −X − 1 = (X − 1)(X + 1)(X − j)(X − j2)

X6 − 1 = µA(X).(X2 −X − 1) ; χA(X) = µA(X).(X − 1)5


