
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2012-2013Algèbre linéaireExeries - 11 juillet 2012Le lemme des noyaux servira de motivation pour revoir et travailler les notions suivantes :� somme et somme direte de sous-espaes vetoriels ;� sous-espaes vetoriels supplémentaires ;� sous-espaes stables d'un endomorphisme ;� polyn�me d'endomorphismeDasn le programme o�iel, il s'agit prinipalement du début de l'item 5.7 Rédution des endo-morphismes. Les items 5.1, 5.2 et 5.3 sont onernés également.En annexe, un résumé de résultats d'algèbre linéaire. Je renvoie aux livres [Mon06℄, [Gri02℄ et [Gou94℄pour plus de détails et de démonstrations.On onsidère un orps (ommutatif) K dont les éléments seront parfois appelés des salaires.Voii une version du théorème (ou lemme) de déomposition des noyaux :Théorème 1. Soient u un endomorphisme d'un K-espae vetoriel E et P élément de K[X] (unpolyn�me à oe�ients dans K).Si P = P1P2 . . . Pr est une déomposition de P ave P1, P2, . . . , Pr des polyn�mes premiers entre euxdeux à deux, alors :
kerP (u) = kerP1(u)⊕ kerP2(u)⊕ . . . ⊕ kerPr(u).1 Sous-espaes, somme, somme direte, supplémentairesExerie 1. Sous-espaes supplémentaires (1).Dans haun des as, répondre aux questions suivantes(a) Les sous-ensembles V et W sont-ils des sous-espaes-vetoriels de E ?(b) A-t-on V +W = E ?() Les sous-espaes V et W sont-ils en somme direte ?(d) A-t-on V ⊕W = E ?1. E = K[X], V est l'ensemble des polyn�mes de degré inférieur ou égal à 5, W est l'ensembledes polyn�mes nul ou de degré supérieur ou égal à 6.2. E est l'ensemble des veteurs de l'espae (usuel : à trois dimensions), V est un plan vetoriel,

W est une droite vetorielle.3. E = R
R est l'ensemble des fontions de R dans R, V (resp. W ) est l'ensemble des fontionspaires (resp. impaires).4. E = R
I est l'ensemble des fontions d'un intervalle I dans R, V (resp. W ) est l'ensemble desfontions positives (resp. négatives) ou nulles.5. E est l'ensemble des suites réelles onvergentes, V (resp. W ) est l'ensemble des suites admettantpour limite 0 (resp. des suites onstantes).Exerie 2. Espaes propres et somme direte. Soit f un endomorphisme d'un K-espaevetoriel E. On suppose que les r salaires λ1, . . . , λr sont des valeurs propres deux à deux distintes.Justi�er que les sous-espaes vetoriels ker(f − λkid) sont en somme direte.Exerie 3. Sous-espaes supplémentaires (2).Déterminer un sous-espae supplémentaire de V dans E dans les as suivants :1



1. E = R5[X], et V = {P ∈ E : X2 + 3 divise P}2. E = RR et V = {f ∈ E : f(0) = 0}3. E = R
[0;1] et V = {f ∈ E : f(0) = f(1) = 0}2 Sous-espaes stablesSoit f un endomorphisme d'un K-espae vetoriel E. On dit qu'un sous-espae vetoriel V de Eest stable par f si f(V ) ⊆ V .Exerie 4.1. Véri�er que {0}, E, ker f et im f sont des sous-espaes stables par f .2. Qu'est-e qu'un sous-espae vetoriel de dimension 1 stable par f ? Est-e un espae proprepour f ?Exerie 5. Soit f un endomorphisme d'un K-espae vetoriel E de dimension �nie tel que

E se déompose sous la forme E = E1 ⊕ E2 ⊕ E3 ave f(Ei) ⊆ Ei.Dérire une � matrie simple � représentant l'endomorphisme f .Exerie 6. Vrai/Faux ? (On pourra exhiber une matrie omme ontre-exemple.)Soit u un endomorphisme d'un K-espae vetoriel E. Ii � stable � signi�era � stable par u �.1. Si F est un sous-espae vetoriel stable alors tout supplémentaire de F est stable.2. Si F est un sous-espae vetoriel stable alors il existe un supplémentaire de F qui est stable.3. Si F est un sous-espae vetoriel stable alors tout sous-espae vetoriel de F est stable.4. Si tout sous-espae vetoriel de E est stable alors u est une homothétie.5. Si F et G sont des sous-espaes vetoriels stables alors F +G est stable.6. Si F et G sont des sous-espaes vetoriels stables alors F ∩G est stable.3 Polyn�mes d'endomorphismeExerie 7. Soient u un endomorphisme d'un K-espae vetoriel E et P un polyn�me àoe�ients dans K.1. Justi�er que les endomorphismes P (u) et u ommutent. En déduire que deux polyn�mes dumême endomorphisme ommutent.2. Justi�er que kerP (u) est un sous-espae vetoriel de E stable par u.3. Qu'est-e que kerP (u) si le polyn�me P est de degré 1 ?Exerie 8. le morphisme P 7→ P (u)Soit u un endomorphisme d'un K-espae vetoriel E de dimension �nie n. On onsidère l'appliation
Ψu : K[X] −→ L(E) : P 7−→ P (u)1. Véri�er que ette appliation est un morphisme de K-algèbres.2. Pourquoi son image (notée K[u]) est-elle une sous-algèbre ommutative de L(E) ? En déduirela non-surjetivité de Ψu si n > 2. 2



3. Justi�er par un argument de dimension que l'appliation Ψu n'est pas injetive. Quels polyn�mesappartiennent à ker(Ψu) ?4. Soient P un polyn�me annulateur de u (un polyn�me appartenant à ker(Ψu)) et λ une valeurpropre de u. Justi�er que P (λ) = 0.Exerie 9. Soit u un endomorphisme d'un R-espae vetoriel E tel que u2 + u − 6id = 0dans L(E).Démontrer l'égalité E = ker(u− 2id) ⊕ ker(u+ 3id).Exerie 10. Critère de diagonalisibilitéDémontrer le ritère suivant : un endomorphisme u d'un K-espae vetoriel E de dimension �nie estdiagonalisable sur K si et seulement si il existe un polyn�me P de K[X] sindé, à raines simpleset tel que P (u) = 0.Exerie 11. Projeteurs et symétries Soit E un espae vetoriel (sur un orps K dearatéristique di�érente de 2).1. Un endomorphisme p de E est appelé projeteur s'il véri�e p2(= p ◦ p) = p dans L(E).(a) Démontrer que p de E est un projeteur si et seulement si E = ker p⊕ ker(p − id).(b) Démontrer que p de E est un projeteur si et seulement si im p = ker(p− id).2. Un endomorphisme s de E est appelé symétrie s'il véri�e s2(= s ◦ s) = id dans L(E).(a) Démontrer que s est une symétrie si et seulement si E = ker(s + id) ⊕ ker(s− id).(b) Démontrer que s est une symétrie si et seulement si l'endomorphisme p = 1
2 (s + id) estun projeteur.Exerie 12. Matries de permutation Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.À tout élément σ du groupe Sn des permutations de l'ensemble {1, . . . , n}, on assoie la matrie

Sσ = (sij) ave sij =

{
1 si i = σ(j)
0 sinon .1. On note (e1, . . . , en) la base anonique de K

n. Véri�er que Sσ(ei) = eσ(i) pour tout indie i.2. Véri�er l'égalité Sσ◦τ = Sσ.Sτ pour toutes permutations σ et τ .3. En déduire que l'appliation
Sn −→ GL(n;Z) : σ 7−→ Sσest un morphisme injetif de groupes.4. Justi�er que 1 est valeur propre de toute matrie de permutation.5. Justi�er que les valeurs propres d'une matrie de permutation sont des raines de l'unité.6. Justi�er que toute matrie de permutation est diagonalisable sur C.7. Justi�er que les matries de permutation diagonalisables sur R représentent une symétrie.8. Exemple ave n = 5 : soit A la matrie de permutation assoiée à

σ =

(
1 2 3 4 5
2 1 4 5 3

)
= (1, 2)(3, 4, 5)Déterminer un polyn�me annulateur simple de A. Comparer ave le polyn�me aratéristiqueet le polyn�me minimal. 3
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Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2012-2013Algèbre linéaire - Annexe - Résumé de résultatsJe renvoie aux livres [Mon06℄, [Gri02℄ et [Gou94℄ pour plus de détails et de démonstrations (enpartiulier la dé�nition de (sous)-espae vetoriel).On onsidère un orps (ommutatif) K dont les éléments seront parfois appelés des salaires.1 Algèbre linéaire �statique� : espaes vetorielsUne liste de dé�nitions/voabulaires :1. L'intersetion d'un nombre quelonque de sous-espaes vetoriels de E est un sous-espae ve-toriel de E.2. Si A est un sous-ensemble quelonque de E, alors V ect(A) =
⋂

F sev de E
A⊆F

F est le plus petit sous-espae vetoriel ontenant A, 'est le sous-espae vetoriel engendré par A.3. Si F1, . . . , Fr sont des sous-espaes vetoriels de E, la somme F1 + . . . + Fr est l'ensemble desveteurs de la forme v1 + . . .+ vr ave vk dans Fk.Dé�nition 1.1 (somme direte, supplémentaires).Soient E un sous-espae vetoriel et F1, . . . , Fr des sous-espaes vetoriels de E.1. On dit que F1, . . . , Fr sont en somme direte si Fk ∩
(
F1 + . . .+ F̂k + . . .+ Fr

)
= 0E pourtout indie k = 1, . . . , r.Leur somme peut alors être notée F1 ⊕ . . . ⊕ Fr.2. Deux sous-espaes vetoriels F et F ′ sont supplémentaires dans E si E = F ⊕F ′ ('est-à-dire

F + F ′ = E et F ∩ F ′ = {0}).Dé�nition 1.2. S'il existe un ensemble �ni A tel que V ect(A) = E, on dit que E est de dimension�nie et dans e as, le nombre minimal d'éléments d'une telle partie A est la dimension de E.Propriété 1.1. Si F et F ′ sont deux sous-espaes vetoriels de dimension �nie d'un espae vetoriel :
dim(F + F ′) = dim(F ) + dim(F ′)− dim(F ∩ F ′).Dé�nition 1.3 (famille libre, génératrie, base, oordonnées, rang).Soient E un espae vetoriel et F = {vi}i∈I une famille (indexée sur l'ensemble I) de veteurs de E.1. La famille F est libre si �toute ombinaison linéaire �nie et nulle d'éléments de F est triviale� :pour tout entier non nul r,

r∑

k=1

λkvik = 0E =⇒ λ1 = . . . = λr = 0K.(De manière équivalente, la famille {V ect(vi)}i∈I de sous-espaes vetoriels est en somme di-rete.)2. La famille F est génératrie si �tout élément de E est une ombinaison linéaire �nie d'élémentsde F� : pour tout v dans E, il existe r, i1, . . . , ir et λ1, . . . , λr tels que
v =

r∑

k=1

λkvik = λ1v1 + . . .+ λrvr.(De manière équivalente, E est la somme vetorielle de la famille {V ect(vi)}i∈I .)1



3. La famille F est une base de E si �tout élément non nul de E s'érit de manière uniqueomme une ombinaison linéaire �nie d'éléments de F� : pour tout v non nul dans E, il existe
r, i1, . . . , ir et λ1, . . . , λr uniques tels que

v =

r∑

k=1

λkvik = λ1v1 + . . .+ λrvr.(De manière équivalente, E =
⊕

i∈I

V ect(vi).)4. Si V ect(F) est de dimension �nie, alors le rang de la famille F est rg(F) = dimV ect(F).5. Si E est de dimension �nie et B = {v1, . . . , vn} est une base de E, alors l'unique déomposition
v = x1v1 + . . . + xnvn dé�nit les oordonnées (x1, . . . , xn) de v dans la base B.Propriété 1.2. Soit E un espae vetoriel (non trivial).1. Il existe une base de E.2. Si une base est �nie, toute autre base est de même ardinal (égal à dim(E)).3. (a) (théorème de la base inomplète) Toute famille libre peut être omplétée en une base.(b) (existene d'un supplémentaire) Tout sous-espae vetoriel admet un supplémentaire.4. De toute famille génératrie, on peut extraire une base.5. Si E est de dimension �nie n et F = {v1, . . . , vn} est une famille de E, alors on a :

F est libre ⇔ F est une base ⇔ F est génératrie.2 Algèbre linéaire �dynamique� : appliations linéairesDé�nition 2.1. Une appliation u : E −→ F entre deux K-espaes vetoriels E et F est linéaire(K-linéaire préisément) si
u(x+ λy) = u(x) + λu(y) pour tous x, y ∈ E, λ ∈ K.L'ensemble des appliations linéaires de E dans F est noté L(E;F ).Une appliation linéaire u de L(E;F ) est omplètement déterminée par les (oordon-nées dans une base de F des) images des veteurs d'une base de E.Ces données onstituent la matrie de u dans les bases onernées.Propriété 2.1. Soit u appartenant à L(E;F )1. L'image (direte) u(V ) = {u(x) : x ∈ E} d'un sous-espae vetoriel V de E est un sous-espaevetoriel de F .2. L'image réiproque u−1(W ) = {x ∈ E : u(x) ∈ W} d'un sous-espae vetoriel W de F est unsous-espae vetoriel de E.3. (le �mirale�) Si u est bijetive, l'appliation réiproque u−1 : F −→ E est linéaire.Cas partiuliers :Dé�nition 2.2 (image, rang, noyau).1. L' image de u est le sous-espae vetoriel imu = u(E) de F .2. Le rang de u est la dimension (si �nie) de ette image : rg(u) = dim(imu).3. Le noyau de u est le sous-espae vetoriel ker u = u−1 ({0F }) de E.Théorème 2 (du rang). Soit u une appliation linéaire de E dans F ave E de dimension �nie.Alors

dim(E) = rg(u) + dimker(u).2



Shéma réapitulatif des onditions d'injetivité, de surjetivité, de bijetivité :Attention aux onditions qui ne sont valables qu'en dimension �nie.Les onditions sur le déterminant et les mineurs ne sont pas indiquées.
u ∈ L(E;F ) image d'une base de E image/rang noyauinjetive famille libre de F rg(u) = dim(E) ker(u) = {0E}surjetive famille génératrie de F

im(u) = F

(⇔ rg(u) = dim(F ))
dimker(u) = dim(E)− dim(F )bijetive base de F (2 sur 3) ker(u) = {0E}

im(u) = F (⇔ rg(u) = dim(F ))
dim(E) = dim(F )Nomenlature des morphismes d'espaes vetoriels :

u ∈ L(E;F ) E, F quelonques E = Fquelonque appliation linéaire endomorphismebijetive 


⇔ injetive
⇔ surjetiveen dim �nie isomorphisme automorphismeL'ensemble L(E) = L(E;E) des endomorphismes d'un espae vetoriel E est (ave la onjugai-son) une K-algèbre (non ommutative si dim(E) > 2).L'ensemble des automorphismes d'un espae vetoriel E forme (pour la onjugaison) le groupe linéaire

GL(E) dont l'élément neutre est idE .Référenes[Gou94℄ Xavier Gourdon. Algèbre. Les maths en tête. Ellipses, Paris, 1994.[Gri02℄ Joseph Grifone. Algèbre linéaire. Cépaduès-Éditions, Toulouse, 2002.[Mon06℄ Jean-Marie Monier. Algèbre MPSI, Cours, méthodes et exeries orrigés, 4eédition. J'in-tègre. Dunod, Paris, 2006.
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